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Vezető: Dr. Palla László
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A rezonanciák igen fontos szerepet játszanak Naprendszerünk dinamikájában.
A kisebb-nagyobb égitestek pályájának fejlődése hosszú távon a szekuláris
és a középmozgás rezonanciáktól, valamint ezek együttes hatásától függ.
Középmozgás rezonanciáról beszélünk két égitest között, ha keringési pe-
riódusuk összemérhető, arányuk megadható kis egész számok hányadosaként.
A rezonáns pályán mozgó égitestek száma a Naprendszerben nagyobb,
mint ami véletlen eloszlás alapján indokolt lenne, jelenlétük hosszú dinamikai
fejlődés eredménye. Voltak próbálkozások a Naprendszer rezonáns struktúrá-
jának azonośıtására [1], azonban az eltérések a pontos arányoktól túl nagyok
ahhoz, hogy a jelenség befolyásolja a bolygópályákat [2].
Pontos középmozgás rezonanciából csupán néhány ismert bolygók, törpe-
bolygók és holdak között a Naprendszerben, sokkal nagyobb számban érintet-
tek kisbolygók, planetáris gyűrűk, Kiuper-övbeli objektumok. A kis égitestek
fontos dinamikai összetevői Naprendszerünknek. Egyénileg nincs befolyásuk
a bolygók mozgásának alaḱıtására, azonban bolygórendszerünk fejlődésének
korai szakaszában fontos szerepet játszottak a pályák alaḱıtásában. A Nap-
rendszer két, aszteroidákban gazdag területe a Mars és a Jupiter pályája
közti kisbolygóöv, valamint a Neptunusz pályáján túli Kuiper-öv. A re-
zonáns jelenségek hatása az ott elhelyezkedő égitestek eloszlásán követhető
leginkább nyomon. Az értekezésben e két terület középmozgás rezonanciáit
tanulmányozom.
A trójai égitestek a fő kisbolygóöv egy népes csoportját alkotják. A Jupi-
terrel ko-orbitális pályán, azzal 1:1-es középmozgás rezonanciában keringenek
el a Nap-Jupiter rendszer L4 és L5 Lagrange pontjainak környezetében. A-
mellett, hogy dinamikai szempontból igen érdekes konfigurációt valóśıtanak
meg, mozgásuk tanulmányozása, stabilitásuk vizsgálata nagy számuk és kö-
zelségük miatt is fontos feladat. Stabilitásvizsgálatuk már régóta foglalkoz-
tatja a kutatókat [3, 4, 7]. Megmutatták, hogy bizonyos tömegparaméterrel
(µ) és excentricitással (e) rendelkező rendszerek mozgása hosszú távon stabil,
mı́g másoké instabil. Feltérképezték a stabil és instabil µ, e tartományok szer-
kezetét [4, 8, 9], vizsgálták a stabil tartományban az L4 pont körüli librációs
mozgás frekvenciáit, rezonanciáit [5, 6]
A kisbolygóövek rezonáns struktúrája fontos szerepet játszik a bennük
található égitestek mozgásának alaḱıtásában. Elsősorban az alacsony rendű
rezonanciák b́ırnak nagy jelentőséggel, habár magasabb rendű középmozgás
rezonanciák hatása is fontos (gondoljunk csak a kutatókat évtizedek óta fog-
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lalkoztató Kirkwood zónákra), főleg nagy excentricitások mellett. Kutatások
kimutattak kapcsolatot magasabb rendű rezonanciák helyzete és kisboly-
gócsaládok tagjainak számossága, eloszlása között [10]. Ma már tudjuk,
hogy Neptunuszon túli objektumok is összekapcsolhatók magasabb rendű
középmozgás rezonanciákkal [11].
2. Célkitűzések
Jelen értekezés első részében az 1:1-es középmozgás rezonanciát megvalóśıtó
trójai égitestek L4 pont körüli librációs mozgását tanulmányozom. Ilyen
égitestek legnagyobb számú naprendszerbeli képviselői a Jupiterrel közel azo-
nos pályán keringő trójai égitestek. Számuk jelenleg több, mint 6000. A
trójai égitestek mozgását az elliptikus korlátozott háromtest-problémában
(EKHTP) a Floquet-elmélet [3], [4] alkalmazásával tanulmányozom. Meg-
vizsgálom az L4 pontból kicsit kitéŕıtett égitest stabilitását a tömegparaméter-
excentricitás śıkon, meghatározom a rendszer karakterisztikus gyökeit és ki-
tevőit. A karakterisztikus kitevők seǵıtségével kiszámı́tom az L4 Lagrange
pont körüli mozgás frekvenciáit és rezonanciáit a teljes µ, e paraméterśıkon,
a stabil és instabil tartományon egyaránt.
Az értekezés második részében magasabb rendű (harmad- és negyed-
rendű) középmozgás rezonanciákat vizsgálok meg a Jupiter pályáján belül,
illetve a Neptunusz pályáján túl. Meghatározom a 8:5, 7:4, 9:5, 7:3, 5:2, 4:1
és 5:1 középmozgás rezonanciák rezonancia változójának lehetséges librációs
tartományait a félnagytengely-excentricitás śıkon a rezonáns félnagytengely
környezetében, a kör korlátozott háromtest-probléma (KHTP) modellje alap-
ján. A rezonanciák dinamikai struktúráját az RLI káoszindikátor seǵıtségével
vizsgálom meg. Ezzel a fő kisbolygóöv és a külső aszteroida öv egy-egy sze-
letének struktúráját tanulmányozom.
3. Alkalmazott módszerek
Kutatásaim során a trójai égitestek mozgásának modellezésére az EKHTP-
t, a magasabb rendű rezonanciák vizsgálatára a KHTP-t alkalmaztam. A
pályák meghatározását negyedrendű Runge-Kutta módszerrel végeztem, a
KHTP mozgásegyenleteinek és az EKHTP első variációs egyenleteinek nu-
merikus integrálásával.
2
Az EKHTP első variációs egyenleteinek karakterisztikus gyökeit és ki-
tevőit a Floquet-elmélet alapján határoztam meg. A gyököket és kitevőket
egy nýılt forrású szoftver a GNU Octave beéṕıtett függvényei seǵıtségével
számı́tottam ki. A frekvenciák alternat́ıv meghatározásához a gyors Fou-
rier transzformációt (FFT), a GNU Scientific Library beéṕıtett függvényei
seǵıtségével alkalmaztam.
A rezonanciák dinamikai struktúrájának feltérképezésére az RLI (relat́ıv
Ljapunov indikátor, [12] ) káoszindikátort használtam.
4. Eredmények
1. Numerikus úton meghatároztam az EKHTP lineáris variációs egyen-
leteinek karakterisztikus gyökeit és karakterisztikus kitevőit egy a tel-
jes (µ, e) paraméterśıkot lefedő rácson. Az eredmények összhangban
vannak a paraméterśık korábban meghatározott stabil és instabil tar-
tományaival, de a korábbi eredményeknél általánosabbak. [i]
2. A karakterisztikus kitevők képzetes részeiből meghatároztam az L4
pont körüli mozgás frekvenciáit a stabil és instabil tartományban egy-
aránt. Kimutattam, hogy az egyes tartományokban a frekvenciák egyen-
letesen, a határokat követő kontúrok mentén változnak és a librációs
frekvenciák nem csak a stabil, hanem az egyik instabil tartományban is
megjelennek. Összehasonĺıtás céljából meghatároztam a mozgás frek-
venciáit a stabil tartományon gyors Fourier transzformáció seǵıtségével
is, ezek jó egyezést mutattak a Floquet-elmélet alapján meghatározot-
takkal. Kimutattam, hogy a frekvenciák az FFT alkalmazásával csak
a stabil tartományban számı́thatók ki. [i]
3. Illesztések seǵıtségével meghatároztam az EKHTP négy librációs frek-
venciájára egy-egy kétváltozós függvényt a stabil tartományban, ame-
lyek a frekvenciák tömegparaméter és excentricitás függését adják meg.
Ezek a függvények a stabil tartomány belsejében jól visszaadják a nu-
merikus úton meghatározott frekvenciákat, ám a tartomány határainak
közelében ez az egyezés romlik a frekvenciák gyors változása miatt. [i]
4. Feltérképeztem az L4 pont körüli mozgás frekvenciái közti rezonan-
ciákat. Kimutattam, hogy a stabil és instabil tartományokat elválasztó
határok különböző t́ıpusú 1:1 rezonanciáknak felelnek meg. Ezek nem
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keskeny görbék mentén valósulnak meg, mint azt korábban gondolták,
hanem kiterjedt tartományokon, amelyek együttesen lefedik az egész
instabil tartományt. Kimutattam, hogy a rezonanciák szoros kapcso-
latban vannak a rendszer élettartamával. [i]
5. Megvizsgáltam a Jupiter (µ = 0.001) belső harmad- és negyedrendű
rezonanciáinak jelenlétét az (a, e) paraméterśıkon a rezonáns félnagy-
tengely környezetében. Megmutattam, hogy két librációs tartomány
jelenik meg 8:5 és 7:4 középmozgás rezonanciáknál, egy kicsi, egy pe-
dig nagyobb excentricitások mellett, hogy a 13:9, 11:7 és 5:1 esetek-
ben az összefüggő librációs tartomány hiánya feltűnő, továbbá, hogy
az 5:2 és 4:1 rezonanciák esete igen szabályos, egy kiterjedt librációs
tartománnyal, minden excentricitás értékre. Megvizsgáltam a rezo-
nanciák dinamikai struktúráját is az RLI káoszindikátor seǵıtségével.
Kimutattam, hogy a librációs tartományok jó egyezést mutatnak az
RLI térképeken megjelenő reguláris tartoányokkal, hogy a kaotikus tar-
tományok a perturbált és perturbáló égitestek megközeĺıtéseinek meg-
felelő paraméterek esetén jelennek meg és, hogy a kaotikus tartomány
mérete a perturbáló égitesttől távolodva csökken. [ii]
6. Megvizsgáltam a Neptunusz (µ = 0.00005) külső harmad- és negyed-
rendű rezonanciáinak jelenlétét az (a, e) paraméterśıkon a rezonáns
félnagytengely környezetében. Kimutattam, hogy két librációs tar-
tomány jelenik meg a 8:5, 7:4, 7:3, 5:2 és 5:1 esetben, egy librációs
terület tartozik a 4:1 rezonanciához és három a 9:5 rezonanciához. Meg-
mutattam, hogy az 5:2 rezonancia ebben az estben is igen szabályos,
szimmetrikus jelleget mutat, továbbá, hogy a rezonancia változó lib-
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• Rajnai R., Nagy I., Érdi B., 2010 Features of librational motions around
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